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RESIDUER OCH POLER

| detta kapitel studerar vi de punkter dar en funktion inte ar analytisk. Vi infor
begreppet pol och lar oss rakna ut residuen i en pol. Vi anvander residuekalkyl
for att beréakna integraler. Vi gar igenom residueteoremet och Cauchys
integralformel.

Om en funktion ar analytisk i ndgon punkt i varje omgivning till en punkt
Zo utom iz, sjalv sa kallasy ensingular punkt eller singularitet, till
funktionen.

Om det finns ndgon omgivning till en singulér purzgt.till en funktionf

darf &r analytisk Overallt utom i punktery sjalv sa kallagy anisolerad

singular punktill f.
Exempel:

Funktionen

T 87)

2>(z- 1)2(22 + 1)2

har fyra isolerade singuléara punkter 0,z=1 ochz = +i.
Funktionen

f(2) = (88)

sin(r/2)

har oandligt manga isolerade singulara punkter:+1,z= +1/2,z= + 1/3

osv. Punktere= 0 ar ocksa en singular punkt men den &r inte isolerad p.g.a.
att det i varje omgivning tile= O finns andra singuléra punkter.

Funktionen

f(2) = Log(2) (89)

har singulara punkter utmed negativa realaxeln och i origo. Varje punkt utmed
negativa realaxeln ar en singular punkt, men ingen av dessa ar isolerad.
Detsamma géller origo.

Nar z, ar en isolerad singular punkt tflisd existerar det ett positivt tal
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r, sadant att funktionen ar analytisk i varje punidr vilken 0<p-zg|<r;.
| detta omrade kan funktionen representeras med elmasikentserie

Koefficienten b, kallasresiduenfor funktionenf i den isolerade singulara

punktenz,,.

Laurentserien bestar av tva delar, en med positiva exponenter och en med
negativa. Delen med negativa exponenter kallas principaldelen.

Antag att principaldelen bestar av endast ett andligt antal termer. Om den
hogsta negativa potensen @r kallas den singulara punkten ewol till
funktionen av ordningn. Omm = 1 kallas polen eenkelpol Omm = 2
kallas polen ocksa dubbelpol, fiwr= 3 for trippelpol 0.s.v.

Residueteoremet

Lat C vara en sluten kontur inom vilken och pa vilken funktiorfesr
analytisk utom i ett andligt antal singulara punkigrz,, ...,z,, i det inre av
C. OmKy, Ko, ...,K @r residuerna till i dessa punkter sa galler att

ICf(z)dz:271i(K1+K2 +--Kp) (91)

dar integralen tas i positiv riktning, d.v.s. moturs r@nt

Det har teoremet ar mycket anvandbart i flera olika sammanhang.



Komplex Analys
Bo E. Sernelius Residuer och Poler 29
Hur finner vi da residuerna?

Metod 1: GOr en Laurentserieutveckling runt polen och identifiera koefficienten
by framfor 1/@-zy).

Metod 2: Om polen &r av ordnimysa ar

_ ™ (z-2)"(2)
bl_dzm-l (m-1)!

(92)
‘z: Z,

och speciellt &r for en enkelpdlj = (z - zg) f (z)\Z:ZO (93)

Metod 3: Det finns ett alternativt satt om funktionen ar pa brakform

och p ochg ar bada analytiska gy ochp(zg) # 0. Omp ochqg uppfyller
villkoren q(zp) = 0,9'(zg) # 0 ochp(zg) # 0 s& har funktionen en enkelpol i
Zp och residuen fof ar

Hur kommer det sig da att enddstkoefficienten i Laurentutvecklingen

bidrar? Vi forsoker fa lite erfarenhet genom att studera det enklaste fallet dar vi
har en pol av ordning i origo och integrerar utmed en cirkel med centrum i
origo.

: . 2m
fdzk=1iae 2=1e°, dz= ird @) = #0 [ )
Z
0
b2m n=1 (95)

=%ir1_n -
@QWPW—Q:O,n¢1

H(@-n)
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Exempel:

Vi loser nu en reell integral m.h.a. residuekalkyl bara for att illustrera hur
metoden kan anvandas for att underlatta |6sandet eller ge en alternativ
l6sningsmetod:

(o]

- =7
NEE

—00
Funktionen

1 1

O ) e

har fyra enkelpoler i punkternsi, + 2i.
Vi studerar foljande integral:

fdzf(z) utmed en av de féljande tva konturerna

(@) (0)

dar vi later radien pa halvcirkeln ga mot oandligheten. Integrationen utmed
halvcirkeln gar da i bada alternativen mot noll.

| alternativ (a) blir d& den sokta integralemi 2ganger summan av
residuerna for de tva polerna i 6vre halvplanet. | alternativ (b) bli integralen -
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271 ganger summan av residuerna for de tva polerna i undre halvplanet.

For att fa residuen fér en pol gor vi enklast sa att vi multiplicerar
funktionen medz#-zy) och ersattez medz; i det resulterande uttrycket.

pol - residue
i -i/6
i /6
2 /12
2 -ij12

Resultatet enlig kontur (a) gevi(-i/6+i/12) = r76. Resultatet enlig kontur (b)
ger -2r7i(i/6-i/12) = 176. Resultaten &r lika som sig bor.

Cauchys integralformel

Lat funktionenf(z) vara analytisk pa och innanfér en sluten korur
komplexa talplanet. Lat punktep vara en inre punkt tilC.

D& har funktionen

f(2)
(z-2)

en enkelpol zy med residuerrf(zo) och integralen run€ i positiv riktning
blir:

fdz% = 27if (2g)
och

f(z0) =, ot (Zf_(zz)o j (96)
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Problem E
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