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KOMPLEXVARDA FUNKTIONER AV KOMPLEX VARIABEL

| detta kapitel definierar vi en komplexvard funktion av en komplex variabel,
dess derivata, begreppet analytiska funktioner och de elementara funktionerna
med sina inverser.

Lat Svara ett omrade i det komplexa talplanet. Om det for varje punkt,
z, i S finns en tilldeladounkt for variabelnw, s& arw en funktion av den

komplexa variablea i omradetS
w = f(2) (39)

S kallas funktionenws definitionsomrade och allkomplexa tal som
funktionen f antar da allaz i S genomldpes kallas funktionems
vardemangd eller vardeomrade.

L&t z=x+iy och f(z)=u(z) +iv(z) =u(x,y) +iv(x,y) darx ochy ar
reella ochu ochv ar reella funktioner av de reella variablemachy. Vi
ser att vi kan relatera funktionen till funktioner av reella variabler.

Derivatan

Derivatan av en komplexvard funktion av en komplexa variabel definieras
som

: f - f

Att funktionen &ar deriverbar, dvs. att derivatan existerar ar ett strangt krav. Det
racker t.ex. inte med att funktionen ar kontinuerlig.

Analytiska funktioner

En funktionf(z) aranalytiski en punktzyom dess derivata existerar inte
bara i punkterz, utan ocksa i en omgivning till punkten.

Analytiska funktioner ar mycket viktiga i samband med konform
avbildning och vi kommer att atervanda till de egenskaper som foljer av att
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funktionerna ar analytiska i kursexlektromagnetisk faltteori och vag-
utbredning Vi namner bara nagra egenskaper har. Om en funktion ar
analytisk i ett omrade av det komplexa talplanet sa ar dess real och imaginardel
konjugerade harmoniska funktioner i detta omrade. Vidare galler att en
analytisk funktion av en analytisk funktion ar analytisk, dvs. @iz ar
analytisk sa aF(z)=f(g(z)) analytisk for sadana-varden attz tillhor det
omrade dag ar analytisk ocly(2) tillhor det omrade d&i(z) ar analytisk.

Ofta ar en funktion analytisk i delar av det komplexa talplanet. Inom
fysiken sa ar de analytiska egenskaperna hos de funktioner som beskriver hur
ett system svarar pa en yttre stoérning, s.k. responsfunktioner eller
tidskorrelationsfunktioner, mycket viktiga. Man kan dra langtgaende slutsatser
fran dessa egenskaper. Vi kommer tillbaka till detta senare. Nu ska vi studera
elementara funktioner och deras analytiska egenskaper.
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Elementara funktioner

Kraven man kan stalla pa en funktion av komplex variabel ar dels att den ar
entydig, d.v.s. att den bara har ett varde for varje punkt i dess
definitionsomrade, dels att den &r identisk med motsvarande funktion av en
reell variabel pa den del av reella axeln som utgor dess definitionsomrade.

Exponentialfunktionen
Definition:
exp(z) =e*(cosy +isiny) ; z=x+iy (41)

e &r basen for den naturliga logaritmen gdr i radianer. Vi kommer senare
att kunna skriva exponentialfunktionen sefmen kan inte goéra det nu da vi
annu endast har definierat reella exponenter.

Exponentialfunktionen ar analytisk i hela komplexa talplanet. Vidare galler
att

% exp(z) = exp(2) (42)

och att omw &r analytisk i ett omrade sa galler i detta omrade att

—exp(w) = C;—(;) exp(w) (43)

Vi ser att (41) innebar det komplexa talet exppa polar form dar
absolutvardet &* och argumentet. Av detta foljer att

exp(z) exp(zp) = exp(z +2), (44)
exp(z) _ B
exp(z) exp(z - 20) (45)
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och for positiva heltain ochn géller
[exp(2)]" = exp(nz) (46)
[exp(2)] mn _ exp[%(z + 2nki)] - k=0,12,...,n-1 (47)

Vidare géller atexponentialfunktionen ar periodisked perioden 7.
Vi har ocksa att

*

exp(z*) = [exp(2)] (48)

Vi kan nu uttrycka ett komplext tal pa polar form m.h.a. exponential-
funktionen:

z=rcog() +isin(6)] = r exp(i 6) = re'® . (49)

Exponentialfunktionen kan anta alla varden i det komplexa talplanet utom
origo.

Inversen till exponentialfunktionen av en reell variabel ar
logaritmfunktionen. Lat oss beteckna denna reellvarda funktion av en reell
variabel med Log och lata log(z) beteckna motsvarande komplexvarda funktion
av en komplex variabel. Denna ar nasta funktion vi tanker behandla.
Exponentialfunktionen av en reell variabel &r en monoton funktion och dess
invers ar entydig. Problemet med exponentialfunktionen av en komplex
variabel ar att den ar periodisk och alltsa antar samma vérde flera ganger inom
sitt definitionsomrade. Dess invers blir darfor inte entydig.
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2. Logaritmfunktionen
Definition:

log(z) = Iog(reie) =Log(r)+i6 (50)
Vi kan med hjalp av det speciella argumenttll zsadant att

-MT<O<TI

skrivaz=rexp[i(® = 2nm)], darn=0, 1, 2, .... och
log(z) = Iog(reie) =Log(r)+i(®@+2nm) ; n=012,... (51)

Funktionen logf) har multipelvarden med oandligt manga varden. Vi kallar
vardet av (51) nan = O forprincipalvardetav logg) och skriver det som

Log (2.

Log(z) =Log(r)+i® ; r>0, —-m<O@<m (52)
Denna funktion ar inte kontinuerlig f& = mrmen
Log(z) =Log(r)+i® ; r>0, —-m<O@<m (53)

vars defintionsomrade ar alla tal i komplexa talplanet utom origo och negativa
realaxeln ar analytisk i sitt definitionsomrade och derivatan ar

%Log(z)zé ; 220, —m<ag(z)<m (54)

Vi hade kunnat gora funktionen log) entydig och kontinuerlig pa andra satt
genom att begransaoch6

log(z) =Log(r)+i@ ; r>0, 6y <O6<Gy +2m (55)
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log (2) ar analytisk i detta omrade och

%|Og(z):% 270, 90 <arg(Z)<90 +271T (56)

Varje val av@, ger engren av logaritmfunktionen och den d&; = -

kallasprincipalgrenen
Oavsett vilken gren av logaritmen som har valts sa géller att

exp[log(2)] =z (57)
For ratt val av gren av logaritmen sa fas att
log[exp(2)] = z (58)

Alltsa ar funktionerna exp och log varandras inverser.

Grensnitt
(branch cut)
T

F(‘jrgreningspunkt
(branch point)
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Problem C

Finn alla varden féx sa attexp(z) = —2.

Finn alla varden féx sa attexp(2z-1) =1.

Narz har den polara representationenr exp(if), visa att
Z =rexp(-if).

Narz har den polara representationen r exp(i6), visa att
exp(logr +i6) =z

Visa attexp(0) =1

Visa attexp(2 + 3ni) = €.
Visa attexp(gl) =i.

Visa attexp(2+”l = @1\%_

Visa attexp(z + 1) = —exp(2).
Finn alla rotter till ekvationelog(z) = %ni.
Visa attlog(-e) =1-17.
= 1|_og(2) ~ %78
2nmi ; n=0,12,...
+(2n+2)r@ ; n=012,...
2nmm ; n=0,12,..

7+
1 /i C o
770 ' n=012,...

Visa attLog(1-i) =
Visa attlog(1) = +
Visa attlog(-1) =
Visa attlog(i) = 3

. 10
Visa attl og% 2
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