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Sjalvstudiehifte for forkovring i formagan att utfora integrationer i olika
koordinatsystem

Héftet bestar av tre delar. | den forsta aterfinns uppgifterna. Den andra ar facit med svar pa
uppgifterna. Den tredje innehdller ett av fleramajligaintegraluttryck som ger svaret. Foljande
studiemetod foresl&s: Los uppgifterna, kontrollera om svaret dverensstammer med facit. Om
inte forsok igen. Om uppgiften verkar omagjlig ga till tredje delen och forsok klura ut hur
integralen dar har erhdllits.

Exemplen ar pa enkla skaldraintegrander dér det galler att rékna ut speciella volymer, areor
och stréckor. Nér vi har vektorvarda integrander bor vi vélja ett fast koordinatsystem eller
varamycket forsiktiga. Sddana exempel &r inte behandlade i detta hifte.
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Sfiariska koordinater

L&t foljande problem utga fran en sfar med radie a.

Berdknamed integration arean av sfaren.

Skar av en kalott med ett horisontel It snitt definierat av vinkeln 6.
Berékna arean av den hrisontella bottenytan.

Vad blir arean nér 6= m/2? Ar resultatet rimligt?

Berdkna arean av kaottens buktiga yta.

Vad blir arean nér 6= m/2? Ar resultatet rimligt?

Vad blir arean nér 6= n? Ar resultatet rimligt?

Skar nu bort ytterligare en kalott frén var kalott genom att gora ett horisontellt snitt definierat
av 0,<6).

Berdkna arean av den buktiga ytan hos den stympade kal otten.

Berdkna volymen hos den ursprungliga kal otten.

Vad blir den né&r 6= n/2? Ar resultatet rimligt?

Vad blir den nar 6,= n? Ar resultatet rimligt?

Berédkna volymen hos den stympade kalotten.

Berékna med direkt integration omkretsen till den ursprungliga kal ottens bottenyta.

Anvand uttrycket for omkretsen av en cirkel med given radie for att kontrollera resultatet.
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Utga fran den ursprungliga sfaren och skér ut en “klyfta” definierad av vinklarna ¢; och ¢,,

01<¢,.

Berékna med integration arean av en av klyftans plana ytor. Stémmer resultatet med vad du
hade forvantat dig?

Berékna med integration arean av klyftans buktiga yta. Stammer resultatet med vad du hade
forvantat dig?

Berékna med integration volymen av klyftan. Stmmer resultatet med vad du hade forvantat
dig?

Gor ett horisontellt snitt genom klyftan sa att en del av en kalott avskiljs fran klyftan. Lat
snittet definieras av vinkeln 6.

Berdkna med direkt integration arean av den plana bottenytan av den avskiljda biten
Berékna arean av en av de andra tva plana ytorna
Berdkna arean av den buktiga ytan.

Berakna volymen av den avskiljda biten.
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Cylindriska koordinater

L&t foljande problem utga frén en cylinder med radie a och langd L.

21. Berdknavolymen av sfaren

22. Berdknaarean av en av kantytorna.

23. Berdknaarean av den buktiga ytan.

24. Berdknaomkretsen av bottenytan.

B Skér ut en klyftamed snitt |angs axeln definierad av vinklarna ¢; och ¢,, ¢;<¢,.
25. Berdkna arean av en av de vertikala planaytorna.

26. Berdkna arean av en av de horisontella plana ytorna.

27. Berdknaarean av den krokta ytan.

28. Berdknavolymen av klyftan.
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Facit

11:=4an

12 = &-sin(60)* 1

13 1= &

14(60) := -2-& (cos(60) — 1)-m
5= 2. m

16 1= 4&n

17 := 2-& (~cos(60) + cos(61)) n

18(00) := % & (-3 cos(60) + 2 + cos(60)%)
19 = E &
3
110 i= 2. 8n
3
1 4 3 3
111 (60, 01) := 3 (3- cos(61) — cos(61)” + cos(60)” - 3 cos(eo))-n

112 := 2-asin(60)
113 = 2w (a-sin(eo))

124 (01) := % &

115(01, 02) := -2-& (-02 + 1)

116 (61, 02) := = & (-02 + 01)

127 (61, 02, 60) :

s (00)” (-2 + 1)
12901, ¢2, 60) := & (cos(60) — 1)- (-92 + ¢1)

120(91, 92, 60) := %61- &8 (cos(60) + 2)- (cos(60) — 1) (<02 + ¢1)
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121 1= &L
122 1= &1
123 = 2an-L
124 = 2-an
125 = alL

126 :

_?1- & (-02 + 01)
127 1= -a (-02 + ¢1)-L

-1
128 1= — (-02 + ¢1)-L
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Mojliga integraluttryck

(2T _
T
11 := J a-sin(6) de] do
Jo L0
T a-sin(eo)
12 1= J RdR | do
| Jo
Jo
- 2
13 1= a2-sin(— n
2
60
14(60) := “ a-sin(0) de] do
0

27
00
17 := J &-sin(6) de | do
01
0
(2t
[ 60
a
18(60) := r2 dr-sin(6) de
cos(eo)
a
cos(e)
J40
Jo .
3
13 n T‘) )
19 '= —a*(-3cos(=| +2+cos(=]| |'m
3 2 2

do
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110 —%a ( 3005( )+2+cos(1t)3)-n
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r2 dr-sin(6) do

2T 01
cos(el)
i 60
cos( ) a
111(60, 61) := r?dr-sin(6) do +
cos (60) a cos(eo)
cos(e) cos(e)
01
10
2
112 := J asin(60) do
0
113 := 2-- (@ sin(60))
T a
124 (1) :=J J r dr de
o Jo
[ $2 [T
115(01, 02) := & sin(6) de d¢
Jo1 40
[ $2 [T a
116 (91, ¢2) := J r2-sin(6) dr de d¢
Jo1 ¢ 0 0
[ $2 a-sin(eo)
117 (01, 92, 60) := J R dR do
Jo1 0
60 ra
128(60) := rdr de
cos(eo)
0 a
o COS(G)
02 [60
129(61, 02, 60) := &-sin(6) de d¢
Jo1 40
(02 [60 a
120(01, 92, 60) := r%sin(6) dr de do
cos(eo)
Jo1  JO a

cos (9)

do
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a
J R dR do dz

1dR dz

a
J R dR d¢ dz



